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ВВЕДЕНИЕ 

Характерной чертой различных подходов к выводу нео6ходи­

l.ШХ условий эксrремума в зздачах оптимизации являеrся примене­

НЕе HeКOTOp~x аппроксш.~ац'ИЙ множеств и ФУНКЦИЙ, ВХОДfIШ'иХ В по­
-.' 

становки задач. Вш~од необходимых условий основывается при этом 

на ПJл:ленен.ии к аппрокспмируюшям Ш-lо,;шствам или (если послед­

Ш16 sв:ы.mуклы) к ИХ ВЫПУКЛЫМ ПО,дмножествам теоремы ОТД8л.ш,юс­

r.и. Ео MЦ~~~X случаях удается вы~елить два различных типа ап­

IIРОЕСИ.\~ЕЦИЙ, которые окззываюгся в ОГ!98;.:(8ле[~fЮМ СМБсле Бза.им­

[4] il:l~eeM запреденш:;е варнац:ш Г;'УfП­

r~1 ПЭ Sе рэЕ е нс т­

огра i1ИЧ8 НИША 

Енуг~енний конус и ап­

проксИ~.:аW1Ю ::н::рвого ~:оряцка. 

Б настоящей расо'те на ЩJЮi!sре зацачи нелиноt1ного прогрз~л­

ш:рован.ия в 5-IOр:.:~~рованном прос I~aHCTBe с огран.иче ниями., задан­

Н!:ШИ пг.О;1.3ВJ,ТIЕНSМ ~;,ножесгвшл .и l\Онечным чи.слом неравенств, 

предлагается общая схема получения и пр.именения подобных ап­

прокси~ациЙ. В качестве важных частных случаев эта схема содер­

жит cI:ор:.шлизм _J.y60вицкого-:Лйлютина [4], а также Р8зультаты 

HO~TaДTa [29, зз] Хзлкяна [24,26] , КларF.а [2!] и другиеt 

(СМ. § 4). ~оказанные в § 2 общие	 Н806ходимые условия экстре­
,'Г- ~ ..,. "'ТП 1 '"' ~.] 
\и ~ ~.... 1~ & .. Н, ..:. v 4 l' 
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мума 10рмулируюrся через выпуклые аппроксимации Iffiрэмехров за­

дачи и по (;'орме напоминают условия Куна-Таккера выпуклого про­

граммировашm. При некоторых дог.олнительных предположениях эти 

условйя Можно сcfормулироваrь через су6диqференциэлы аппрокси­

мирующях (Iункций .и гюлярныИ конус к выпуклому множеству, аппро­

ксимирующему Н8~ункщ!ональное ограничение задачи (СМ. § 3). 

БJlilЗR.ие понятия вводяrся в работе ПШеничного [14J . Отметим, 

чго воз/.южен принцишшльно другой подход К выводу необходимых 

УС7IО:З.иЙ эксrремума, основанный на непосоедсrвенном построении 
-,' 

аналогов суБJ~rfctеренциалов для Н8ВЫПУКЛЫХ функций И нормаль­

ных конусов к H8EblIГJK;:r;M множествам (СМ. [8,IО,II,27,28,I,з~). 

Все построения 11 результаты 43нной работы нетрудно пере­

несги н: ':;;:~7чгй ЩJОИ3ЕОЛЬНОГО линейного ГОПОЛОГ;lческого про­

с гра нства. 

§ 1. [остановка зада~l 

Jycr:; G - :.:ноr.:есI'Ю :з .J:9=lсrв~:rельном Л1шейноtЛ нормиро­

за~~о!;! п;:;осг;:анстве Х, а q",) i=t1,.~ ... )m, - некото­

pt:8 гIУЮЩ;IИ на Х (как и в [5 J ~oд с[унrщиям..ri понимаются 

огобра:::ения :в paC:EiPBi-iНУЮ Ее~::.8СТЕенную пря~ую [- ОС, о<:>] ). 

Р2сс:.~Эl'Р~1Е8ется СЛ8ду:ощая З2дача (А): миниыизироваrь РО на 

множес те ХЕ"Х ,удовлеТЕОРЯЮЩИХ ограничениям: 

Pi(X) ~ О, ? ==1,2, ...,т, (1) 

.хеС. (2) 

Точку Хо ' дос та вляющую ФУНКЦИИ РО конечный локальный 

мяниuум при ограничениях (1), (2), назовем решением задачи 

(А). 

Задача (А) - ес rь зздэ ча нелинеЕноГQ программирован.ия с 



огозничен.иями типа нсравснств, К ней могут быть сведены раз­

личные задачи опгимизации. Сама задача (А) может быть, очевид­

НО, СВОIJ;8иа к некогорой задаче безусловной минимизации. Одна­

ко, выделение в явном виде ограничений (1), (2) позволяет под­

черкну'гъ специrtику ограничений типа неравенства, а также свя­

зано С принципиаnьно разной ролью, ROгорую при выводе нео6хо­

дАМЫХ УСЛОВИЙ экстремума играют ограничения (I) и нефункцио­

нальное ограничение (2). Можно считать, что ОГрЮlичения типа 

равенства закn~чены в (2), либо учтены в определении функций 

9i J i = О, 1, "') т , для ко то рых допуска е ТСЯ" зва че щ;е + о<:з • 

~O.·iOjHo [25] В П;J8длагаемую ниже схему вывода необходимых 

УСJ:ОВ~Й ЭI{С ГРЮ1У:.Ш :'ложно внес 1'и неко ТОРЫ8 измен вния, ко торые 

.GО.ЗЕоляr учитывагь ОГ93НИЧ8НИЯ типа равенства в явном виде. 

3 (jJlyc.:ae, когда cfУНКЦИИ ~\-, i=~t; ... Jm. 11 множест­

ЕО G ЕЕ i:УКЛН, УС.J:О:В'nЯ экс TpeI,1y:.:a :5 зада че СА) ус танаВЛllва­

')";''"'а :'З"ОР '1''-'0;'' "C}r,PQ·tOT~ '·'····8 mat·r'·e Э ( М nr [5J) БС' О" •. Д ~jL;." .л ... (.;u v ••• Д "',j:-l -1 J:"C... Р с., нап~имер, •. 

:-:ес::'О::,:,;s:1 ра бо те эти ус;rОЗliЯ об06~~ш'нся на с ;:учай щ:юиззоль­

Р,::' , i =(), t; ... ,т, и f.шожес гва G 

§ 2. Основной результат 

Введем ЕНЭЧDле некоторые определения •
 

Пусrь
 . Через 0(2) обозначим совокупность 

последовательностей [t:C~,:x.IC]::1 ,элементами которых яв­

nЯ~ТСЯ П8РЫ, составленные из положительного числа и точки про­

странства Х, :/ДОВЛSТВОРЯ:ОЩИХ следующему условию: XIc-О 

~A:: Х-<, - ~ при IC - с>о • Оч 8ВИД.но , Qrz) :;': ~ . Если 

, го необходимо • Будем счи та ТЬ, Ч ТО )~ЛЯ 
""' ­

R8ЖДОГО X€X задано Н8пусrое подмножество t2rz) с О(Х). 

Пусть G сх хО СХ . Введем два МНОЖ8ства: 



Т(х)С):= [Z€X найдется последовательность 

[.,(.11:' xlCJJCo:'l Е Q(Z), rакая, что XO~XKE"C, K~t:2,.. .J, 
lrx) С) = [z €X если [..сх;, Х~З;:I t Q(Z) , 

tто .х~)l-х..сtС ,начиная с некоторого номера] которые 

назовем	 обобщенными соотвеТС'твенно касательным и внутренним 

множествами к МНОЕ8СТВУ G в точке Ха. 

Ясно, что T(Xa fC ) == Кх) С) = Ф J если ~ f/c!G 

( ctc - за:.шкание мноД{оства С ). Введенные множества 

Г-Р8дстаВJ!Я?JТ со60Е неко ТОРЫ8 аппроксимации множества G в 

окрссгности ГОЧК;j Ха J Iюнкре тный вид КО торых зав.ищ'r.т от вы­

бора :.~:-Ю:?:8С ТЕ Q(z), z € Х . Если Q"'{-Z) = a(~), z ~X, 

то	 7(~iC) 8 С ТЬ :J.il DO!{O D8спросграненный в задачах опти­
о 

,,·жз .... f··,·,	 "<:)сагР.л'" ~<1;"I' rff"H'I/C lrxo [ С) - вву гренний 
. "'2 з,~1 

к 

L;j~l C::.J,..j,	 _'-О '-' .о •• .!Jo. ~\.V .; [4,36] ' а 
j'Аножес твуконус	 [ 4,1. ,. GJ 

G в гоч?:е Х". Сjознач.и~,1 .их соотзеТСГВ8tifЮ 

- HerгJC тоИ зз!,:кну тыН ко нус }з про с Т­

чтобь; 

r"v-· ~;=, .'~(.~?и~ J.".... R '.~ Т .~-Irь: А о ГО А тт R 11' 0_ - -	 -' _.- с -- ••.., ... ./ J. '" 

r.~:;:: ,: E81-i.ОГОQLВ СЕОЙСJ:'ВВ каса тельного и .знугре:шего ~OHYCOB 

MO;i.HO He~I T~~ Е • Гi[JИ ЩJУГОМ в~БОР8 набора множеств 

:':l)iКHO получить .t1 другие аг'прокс.имации мно­

жес "'в (с.. .>-:J. \ l't.. ;j 4) • lIр,И эгом многие важные свойства касаl'8ЛЬНОГО 

и внугреннего конусов сохраняюгся и для множеств 

и /~JCo/~) . СПрDведливы следующие простые утверждени~. 
"'- ~ 

ПреДF.О;КС~l1е Т. (а) IrXt> (С) с Iсхо I С). 

(8)	 Бсли Ci 'С.е сХ, С{ с ~ го 

Нх) С() с i?xofC), T(.i:)C() с T(Xt>IG
2 

). 

,
 



Предложение 2. HxIG)=cr(XoICG) t где Cf1­
о 

дополнение r.~ножества f1 в Х • 

ПRедг.оr.~ение з. Пусrь G(,Gz СХ • Тогда
 

т(хо I Gf flC2 ) с T(xoIC{)() T(XoIGz),
 
'" ..- ".....

I (х) ~(}C2) = !(xolG,)fI 1 (.x~1 C.~), 
~ ~..-..­

т(хо [ с( UGz)= т(хо [ Gf)UT(x 1С.:) .. 
o 

,..., ,....., '" 
Z(xo I С( UC:z) ~ !(хо ! С() и1 (х;, 1С.2), 

"­

ПреДJ!ожение 4. Пусrь множества Qrz), :Z~X, удовлет­
? 00 '"'­

:sоря:от С'19~Г)'Jему условию: если ["'IC I X IC J;c=' б Q(z). ',' t 

го [cClC ,А X-t; 3::1 ~ О/л. Z) для всех А >0 , ~€X. 

':':)гда TfX)G) ~j ffx)G) - конуса в проегрансrве Х . 

?aCCf/O гp~::,,~ I'зперь неко Т,] рую ~ункцию р на Х , конеч­

D(P, x)(z) =[ Уб[- ~, 0=]: y1:-~оС,c(р(хо+хlC)- р(хо )) , 

? ~ ~ Q"""/;y" ?[ cI:.,e,X,c.JK:f l~)J. 

KoropHe назовеrл соответственно верхней и нижней обобщенными 

ПРОИ3ЕОДН~:/~1 С~УНКЦ;1Я Р в точкз хо по направлениям. По­

;J.обно :в:аеленш:::~ Еыше аrшроке.имацХ"..ям множеств эrи функции ап­

проксИ!/шру:оr HeKoropHM образом функЦию Р в окрестности точ­
..... 

К;: Х". l3 с лу ч() е Q("Z)==Q(z), Z€X , о НИ нз 3 ЬiВШО Т­

http:�R���.�r.~����


- -

ел ПОЛУПРО11ЭВОДНЫМИ (верхней и нижней) 'fУНIЩИИ ~ в точке ХО 

по направлениям [7,14,34] • Будем обозначать их соответствен­

но ..Dtp,x~) и ДН(Р,х). В ЭТОМ случав, как нетрудно 

ус rэноJ3И ть, для всех Zi:{) справеДJШВЫ представления: 

..D4f(~,X)(Z)= t'imЖjJ (fJCx"fo'tY)-У,(.хо»/&' (3) 

. t-rl-IJ,',у"""'"z 

.n'?p,x(;fZ)== tim tl1f (~(ХQФti')-Р(еХ))/с. 
t -t>()jj'-Ф Z 

0606щею:ы е производныв по на правлеНИЯ1,1 ОR8зываю тсл тесно 

СЕЯЗЭННЫМИ с юзеденными выше ЭГоПРОI{с.имациями мвожеств;,- Введем 

оБО3Н2Ч8]}lЯ: fI=[XtX: p(x)~OJ, tВ=[XfiX: ~)LtJ], E=t;ot'p= 
=ГСrи,х)€ .RxX : p(X)~] (нацгра<I ик q:ункI.ЩИ Р ). 

Пре~пс:~:ение 5. Пусrь (р(хо)=о . Тогда 
-"-' - ,..... 
Т(Хо/Н)С LZБХ: .DH(rp,.xo)(Z)~(}J, 

/(ох 18);::; [ Zб",,"{ : lf5(p,x)(Z)LO]' 
о 

Пусть в~полнены условия предложения 4. 

11 1)rtf,x.,,) - полож.иrвльно OТI,НopOДHыe 

Последнее уrвер:.<,.Ц8ние вытекает непосредственно из пред­

ложения 4 в силу предложения 6. Аналогично можно перенести на 

обобщенные производные по направлениям и другие результаты, 

сq.ОРМУJШрованнье ,i1ЛЯ 060б щ енных каеа гельного и внутреннего 

~.~:1C;:-·J:'CI'? Следующее утверждение устанавливает связь между ап­

проксимациями МНОЖ8сrв и функций,' оrвечающих ра зличным набо­
'"v 

рам ~.~rJO:r.ecrB (2 (Z), .ZE"X. 
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-fГ'У) С Л:/.-у)с/')r~), ,.,,~X.П1Q8ДЛОЖ8 ни е 8• Nу СТЬ Q {~c..(",.(, ( ;.с. Ч;'(.;.t. .с. ... 

Тогда 

7;~JG)C 7;(х)С), 

r;(x~I G) ::J 1;,(x/JIG) I 

ДН(f/>,хl')(Z) ~.D2H(rp, X)(Z)" 

Л!(Р, X)(z) ~.D:(p,X)(Z), 

,......, ........
 

где а ППРОRС.и:.шl.ЩИ Т;, ~, 
"'" 

множеств t2,,(z), Z~X 
"""' иаjору !;2 (Z), X~X. 

ВОСПОПЬЗО:2ав:пись 13ввде ННЫ~Ш Еыше определениями, сq:ормули­

руем теперь Hec6XO~lMbl8 условия экс тре:лу~~а в задаче (А). Пус ть 

X
D 

- ре:.uение задачи (А). Обозначим че9ез J СОВОКУПЕ:С~~:' ин­

дексо:з из :nю:::аства [1,2, ... ,1723 , отвеча:ощих ограничениям 

rz::a ~epg=e;:crBa, З!:П~1В:-:!::;М Б гочке Х" ("" -roe сгранР..чен.ае 

нgсаЕе~сrза НS3~Еа8~СЯ акrявным в rочке оХ" ' удовле тво­

р.(х )=0 ). Услов~н~ся, о 

СЧ~~ i'B ТЬ , Ч :0 о· 00 =0. 

( а) ~:yc гъ :Si-~пуклое множес rБО 11 и выпуктlЫ е !fУнкЩ1И 

~" t"=~~ ... )m, удовлетворяют следующим условиям: 

I1c T(xoIG), (4) 
,....,В"

~.(x) ~ D ( Pi , Хо)(Х), i=tJ,/,...,т, ( 5) 

для всех z'cX. . 
(8) Предположим, кроме того, что для всех '"€[l,i, ...,mJ\J 

выполнено УСЛОЕие 
"­

Pi(X)LO, ХЕи,
 

где l/ - некоrорая окрес ТНОС гь гочки хо • Тогда существуют
 

,
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rЗКИ8 не равные одновременно нулю Нf.юТРПЦDl'ельные числа 

; i , i == О, 1, ..., т • ч го 

m. 
L .ili Фi (z) ~tJ, Z€-11, 
,""=о 

(7) 

Если найдется таК2Я точка 

то A(J:;' О. 

.10казагельсrво. Так как аХ" - решение задачи (А). имеем: 

rJ:8 V - яеко горая досгаГОЧi:IO i,~аляя окрестность гочки Хо • 

Б(J~ ;JОЛЪ30:38з:t:;lСЬ теперь пр е ДЛОЖ8НИЯ!/Jl I-3, 5, 38ключа ем, чго 

J~ [1,2, ...,eJ 
чго J:::: ~ ). Рос­

C:.:O:':::;:~/ :3 ::~CC:;J':;::1CT::вe ft.RI-/ :,i;lO~I3CTBO J2 =fJи:::~Г2IС'1)ГJI{, .••,у~): 
] Z € 11, :.;.::) )r1Ii ~ ~. (Z), i o::!J,~""tj. :,iHo;~ecTBq Q ,очевидно, 

?::;:::y;c~C' ;: ~C; ,-~О::;Jза ~-::Ю'\:У О ~ iлt Q ._. ПРЫЛGНЯЯ К ВЫПУК­

гi ~~ fOI ? В /)/.;.1 :--80ре а ,.у;rh:.: :~ног.:SСТ:SEШ ~~ .: \. j I"C.!. lV. отделямости, 

ус Т3;i3ВJI.изаеi',i, чго СУЩ8СТВУ~Т такие не равные одновременно ну­

лю числа .Ai , i==tJ,I, ...,c! ,что 
~ 

~()Л~. Фi(Z)~V: %6'11; Л~.~~ i=?j{...,~. 
J:Z 

Полагая теперь ),,==0 для i::::l'fo;;...,m. ,получаем первое УТ­

веРЖ"j,8НYL8 георе!.'ы. Справедливосrь второго у тверждения очевид­

на. 

J
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§ 3. Некоторые замечания 

1. ,'"(оказанная теорема усга навливает H806xoДYlMыe УСЛОВИЯ 

э~сгремума в общей задаче нелинейного программирования С огра­

НИЧ8Ю1ЯМИ типа неравенства. Получегншй реэультзт по g:opMe на­

по!.шнает условия Kyha-ТаЕI{Sра ДJ1Я задачи выпуклого программи­

рованr.я. Е его q-ормулировке учас'ТВУЮТ функции ~. ,i=~t; ...,m, 
и uножесгво tf, Korophe условит~и теоремы определяются, во­

об~е говоря, Н80днозначно. Оr.и представляют собой некоторые 

выпуклые а ПЩ:Ю!{С}::.~гЩIЯ па рамег ров рассма грива емой зада чи (А) 
',­

i 

:в6ЛИЗ,1 rОЧI\.;j ХI} - ре:.:.:еняя защзчи. Там саМ:1М, reOpe'i1a I ОСТЬ 

неКО:'СРI:JЙ jналог абсгре~{Тного ЩJ'инц.ипа Jv18кс:·шума (правила 

.'t.HO~l геЛ8~) Ео~штадга и ХаJlкина [I3, 24, 2Е, 29, 33] • 

I1РИМ8i1ЯЯ рзз~,:q :..rHe выпуклы" а;:прокс~ы3IЩZ (Q'УНКЦИИ 

Фi' i=tJ,I, ... , 172, И ;1.hor.-:еС::::ЕО /'f ), а также 9э 3Лl1чные 

C.10ccjQ 8 ~~;ЮI-:С;::.:аlli:;1 (набор ~!'HOReCTB ), из 

r ?or)f~~,'.~_ _- ""_, .\,·.. (~.~·.,~O_ _ ,...,. ...... J,':l':'..D Ct~iJ. С·" ":::."У H8JOXOXl:bl::X ЭКС тре­-т-:-:''С:'''I..,......... _ - 1 ф '-"',/ J 1. УСЛОЕИ.й:.... ..J~H 

" ­

3с .'J1 :.:Н С::\'3 с rза t2(z), Z€"X, ~'!:ОВЛ9rБОРЯЮТ УСЛОБИЯМ 

ГО ЕсеГ,28 ::ожно считать, Чj'О в условиях 1'80РО­

мы I ;I.ножес:во If Ilредставляеr собой выпуклый IЮНУС С верши­

HO~ в НУЛ8, а Ф,', i=~~...,m, - выпуклые IЮЛО;FJ1Т8ЛЬНО од­

нородные qYHKIZ:Z. rаКЯ8, чrо Фi(О)=~ i= ~t; ...,т . 
.=tеЙсrвzтельно, если множество 11 и функции Фi ~ i.tJ,t..~m, 

удовлегворяюr условиям (4), (5), то при сделанных предположе­

ниях этим условиям бу~т УДОВЛ8 творяrь и множоство 

if= [ZE:X: z.А~,Л*,~ x€H]­
,...., 

конус, по рож.денной ~.шожеотвом 11 , .и фУНКIЩИ Фi , i :=t{{ ..,m, 
надграqики ко торых предо тавляю!' собой конуса, порожденные в 
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просrрэнсrве л.кХ наДГРD~Иками СООl'ве ТС ТВУ:<JЩИХ функций 

Ф" i=IJ,I, ... ,m • При этом, очовидно, ff :::J 11, 
,...." 

~. (z) ~ СР,,' (z)1 z t: Х, i = tJ, ~ ..., т. 

2. как ;: в [24,26,29,зЗ] при некоторых г~ополнигельных 

предполоr.:ениях !ЮЖНО получить усиление нер[шенства (6) в ут­

bep(.-"-.L~еН::j~ ГBOp'3!.~Ы I. 

Пусгь (При 

выполнешш УСЛОВJlil предложения 4 Э1'о предположение, как оТМ 

ЧВJЮСЬ Еы:;.:е, не огра~l!чи:sгег общности). Тогда условие (6) в 

уrЕ8рж.ден;:и гeope:.~Ы :.~ОЖ8Т быть П8реписано в следующей,""Суб­

;r.~::~f1n~tJ~-··а'!ь:..1"":~" ~,o"""":'Ae [~"'" -r~ з~J . 
,.......,,; ~,~ .п'-,,~ ' •••...J.. " :'--'" v,.:7, l.V, v •
 

(8 )
 

Ф /. - а ~ i')-')t',,, - ,/, ... )r/,-, ::;а rr' epbl'Qut,1.• _-~~ ~.1...... в н "t.,·o 'Т'опо~~ ,,~..... ~. ~ ~~ ..... '"' 

11 , :'0 ~ОСJlе:-LН9Э УСЛОЕИ8 ЭКЗИЕ3Л8НГНО сле.r;:у­

;1'''!1 о "" 
. .- ..... u •• ,.: 

[;-: ~. ):::]",,;:;,·.Jv 

(9)
 

Здесь /1'*=[.x#tt:X J:: .cx~x>~o, XGIY]
 

rюлярны::I (Сопряженн:;й)конус [4,5,1з,15,18J к ВЫПУКЛОLЛУ МНО­
. 

;;.ес rзу Н (X
~ 

- прос тра нство, гогюлоги ЧGСР'..и сопряженное' к 

Х , а С;1МВОЛ <.x~ х) обозН8 ча е т зна чение линейного фу нк­

lЩ0HDJIa х· но ЭЛ8менrе х €X " ). Условие (9) означает, 

Чl'О f.а~iдJ'ГСЯ ra~;lO Тiiшей!ше непрерЫЕные cf'УНLЩИОШ3ЛЫ 
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,.".~ ,,'.0. ~ т t "то ТТПCf каждого i Е r~,(t.,.~mJ~, ," ,/",,) ""] .....,~.. (:(, 

<Xi~' z) !1f Фi(Z), K€X, (10) 

и справедливо не равенс ТВО: 

Отмегим, что множество , 

(10) (суБД2Ф1'ереН!~иал выпуклой q:унIЩИИ 

п~}~::ятъ в качестве некоторого обобщения 

выпуклой q-:У:-ШIШИ Pi в гочке 

Б сл.уoqэе Х =Iг. n условие (9) (р~я 

(10),(11» будет следовагь из (8) .и П:J-и' 

ЛО "Г{:J'~ИИ, [T"'J.J. ' .. I.v~ ..L..u. 

л1 

(11) 

удовлетворяющих 

~' в нуле), можно 

су6диcfференциала Н8­

СОЕОКУПНОСТЬ УСЛОВИЙ 

более слабом предпо­

() ri (dom q6~.)!? ri /1:F-~, 
i::O 

Г]Э ri/1 - ОТ:10су:геЛЬНRЯ Енугре~шосгь (ьнугрэнносrь отно­

с;~гепьно 8':.':;::::-:0:r оjО:lО'ШИ [15] ) :,ШО~:3СI'Еа 11, а 

dom cf; = [ z€X: ф(z) ~ ос J - э'Il.tе:КГИЕная: область 

, .L~ ::; ] -;: " :.: !."! т? " r;)[~ 
- V :. J .•• --,t.1. 'I""' • 

~ругие УСhОЕдЯ, ДОСГ9~ОЧН~G ДЛЯ перехода 01' (8) К (9) 

~O~HO найги в [35] 
з. Не1'РУЦНО УСГЗSОЕИГS, что георема 1 останется справед­

л.ивой, если в её ~1)рмулировке ВЫПУКЛОСТЬ ФУНКЦИЙ Фi, 

i=tJ,I,...,m, и в~полнеНИ8 неравенств (5) требовать лишь для 

Z € N . ~'~PO!1.8 "того, cIункции t;Oi МОЖНО вводи ть тольм 

~ для ifiJO[O] {для i €[1.2~,."mJ \ J можно, НОПрИ­

, мер. rт..олож.иrь ~rz):: {} ). Условие (6) теоремЬ1 1 также 

:, MORf-!О осла6.игь •.~С)сrDl·ОЧНО r:огребовэгь, чrос5ы, начиная с HCКQ­

торого Ho~.~epa, ~i (Хо " ХА::) ~ О} i € [,; 2, .. ,,тЗ \ J , 



есJШ [,cJt;,XICJ::1 €Q(z), z~TlXoIG). 
4. Теорема I попускает следующее обобщение. Пусть в опре­

делении множеств Q(z), x€X ,сходимость последователь­

носrей [c>C/C-Х--еХ..с71 к Z ПОНllмаеl'СЯ в слабой l'ополо­

ПШ пространства Х . Тем самым для каждого Z f.= Х В 

множество Q(z) дополнительно ВЮIючаеl'СЯ (если пространст­

во Х не ЯВЛЯ8 тоя конечномерным) некоторое непус тое множест­

во послеДОЕа1'8льностей, что расширяет возможности построения 

а~проксимаr.:иЙ !i~ножеств и tтункциi! по схеме § 2..Не трудно уста­

нозигь, что Teope~.:a 1 ОСТ28ТСЯ В слле. Сохраняются l'a,КiКe все 

УI'?ерr.:.:.:еЕИЕ § 2 ог:юсиrsльно свойств аппроксимаций, а так.'Ке 

П9ИВ8~8~НЫ8 ЕЫШ8 за~еqзная. 

13 случае , следуя опреде­

леЗZЯ!.1 § 2, на зь;ва эмы е слабый мсз тельный [6,19, 

22,23 ] Tw{x ! С) .и слабый ЕВУ тре шшйo 

Ko~y~г I{ ::.~o~:eCT3Y С 3 1'011'1'1'.6 ХО , а также слабые С()ОТ­

::3 е rс :'2 е.:: sо .D~(rp,xo) д ни:~:нюю 

Г' ] .~~~. н 'tl'rr П 'А[ С ,+у • ... ..ц.:lд в точке ХС по 

~СЛ;1. ~T:=oc~.ca Ее :30 Х конечrЮil1ЩJНО,- Jш.бо множа ство G 

~1 q;уну~я Р БИ:УКЛЫ, эти понр-rия совпадают с Еведенными. Е 

§ 2. В общем же случае 

тw (Ха IС) ::J /tXoIО) ::J .1(Ха IС) :::;1If/(xo IG), 

.D:ffi.x)(z)~.lJtp,x)(z)~ .D1'P,x)(z)~.D:(p,x)(Z), Z€"X, 

при чем ЕКЛЮЧВfН1.Я и не равенства мог./ т бы ть строгими (СМ. [23]). 
Некоторые свойсrва слабых касательных конусов и слаБЬ1Х обоб­

щенных ПРОИЗЕОДНЬ1Х по направлениям можно найти в [6 J. 
Or:.~e rим, ч го так как i!'JOC 1'ра нсrnо Х , ра ссмаг рива ОМО е 



GO слабой rопологией, не является, вообще говоря, меrризуе­

мым, можно ПОЛУЧИ ть дальнеНшее обо6що ние тео ремы I, если при 

построении Щ1Ожесrв Q(Z), ZEX, ввести в рассмотрение 

0606щвшша последовагельности [3]. 

§ 4. Прzмгры аппроксимаций 

Как отмечалось выше, делая различные предположения отно­

сигвпьно множесгв Q""'(z), Z€X , а также функций 

Фi J t·=tl,I, ...,m, z множества , из тео ремы 1 ["южно 

получигь ряд слеДС~ЕИЙ, отвечающих различным аппроксимаЩiЯМ 
'.' 

i 

множес l'B п 'Т:'НКЦZЙ t .зходя~·шх ::З L:OC гановку зада чи (.~). Рзссмо Т­

рим 13 данном 1:8 parpacte неко горые П~;1;.:ЭРЫ НЗilоолее ГИIШЧНЫХ 

а IlП;:Ю i-\.C ~:i.181~;lЙ. 
~ .~ 

ПУСТЬ Q(z) =О(х) , Z €"./'~, и пусгь ~.) i=~~ ... ,/72, 

на Х :.:СJIСЕI1Я:.; со) z непрерЕ:Еные в 1'ОЧI{8 о. П~еДПОЛОJ?~:Нv1, кро­

(' .~ .. /" \ /7);" == . "у Ел . ('}'-). I Z !~ (/ (В" L~ .r",( j J Ре .=ycro. 

K.a't.· "О"!1 Г,уттно i7СГ"'ЦОВ"ГЬ- го Н. v l.~.J ."" J .=1 ,_ х. , 

и~еюг ~ecгo paB8HCIB8: 

fЗ/~= [y*€X~ #,.1\'=.Ax~ A~!J, X;#ft?a~.(O)JJ ifiJU[O], 

причем O~ Gc:k.(O), it:JtI[O] . Положим Bi=X, 
i€[1,2, ...,mJ\J . 

Если I'8перь пр eдгr.oлож.ить, что /1 - выпуклый конус t 

У довле ТЕо ряю'U:ий услови.ю (4), и выполнено условие (&)1'80 ромы 

I, ro с учеrом замечания 2 из § 3 приход.им К следующему ут­

вер;.rД8!-ШЮ. 

С Т1::J"":'С'Т''Р'~в Т. ,....~;cТ'ь 
J,A. ..... , .. .,.;JJ. -. .~..; ... ~o - реillоние ЗDдачи (А). Тогда най­
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4 JJ.. 
дуrся rакие не равные одновременно нулю точки И· Еи; , 

fI ~ii'M~i=O,!"", m, И /~ ,что 

т it j(

1: V;. ~ v =IJ. (12) 
i=() 

Выпуклое множество ~i в силу предложения 6 есть ROнус 
. 

вариаций, допусrим~х по t-My ограничению типа неравенства 

[4] , ""=~2",,,т , а множество 13" можно трактовать 

как I{OHYC заГlре~енньх вариаций g;УНIЩИИ РО В rочке Хо • 

Поскольку ынокеСТВО 11 есть l{()HyC вариаций, ДОПУСТiН..rnх по 

огранлче~J:.q:.; гипа рзвезс:п:,а [4] , выполнены все услория тео-

Равенство (12) upедсrDвляеr собой
 

ура:энеНJ1е с:~ле ра [4J Ц;1Я рг ссма триваемой зада чи. 

r~O~Jj но [13] 1'80peMa J,у60вицкого-:iIилюrина може'Т ОЫ ть 

зЬ'ведена из l':юре:,~ь: J- 1~ 3 ОСJJ,ЭМ Ш1ДG. 

удовлатво РЯf3Т В oI<pecTHoc т,и точки ХО 

УСlОВ;Э .;l~:IТfuща, 1'0 щ:едставлениэ (3) для 8е верхней полупро-

p"'C/''!''''Т''~'''' cr.e....".7~·.,T':..., С''''ЛОW'~Г8ТfЬНО 01Та""ООДН,7Ю (f-··нктrГ;lЮ·• с I.. ••• 'J - ::-,.. /1 '~-..J ,J ......:.'.J ~_'J. (.\':.'~ .--',;1'-' L J' \1:::.1. -.LJ,J< • 

~(X ; z)=!imзti.р (Р(.хо+Х ~c~)-P(xo+x.))/C, ZБХ. 
о оХ-О; t- ...{) 

Очевидно, t>"(X,,;.) есть непрерывная выпуклая функция, при-

чеr.1 

1. 

Как 01'tl.ечалось Бьill8, су6диq~е ренциал cI:ункции р О(Х(); .) в 

нуло можно принять в ка чесrве 060бще ния су6дифференциала 

,r \J :.J К,. ',О ,. &.
 
';'J j.j, ~ ....... .I. )-' Е rOgKe ХО • Он нв зыва еrся обобщенным граДИ8Н-

rOM [20,~IJ ';' :1 • ...u..и ,-! в ТОЧlсе ХО ; 060зна чим его!"У" ;"'ТТ''\ 'А 
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символом
 

Если ВОСПОЛЬЗ0ваrься теперь теоре~юй I, то с учетом за­

мечания 2 из § 3, ПРИХОДИМ К следующему уrверждению, исторое 

представляет собой веко торое обобщение резу льта та ра боты [2I ] 

в случае отсугствия огрэничений типа равенства. 

Следствие 2. Пусть ОХ. - решение за,IJPЧИ (А), и пусть 

фунКЦ? И f>, J i=t},:I,...,Л1 t удовлетворяют внекоторой 

окресгностя точки ХО условию Jlипшица. Тогда, если выпуклое 

МНОЖЕJCТВО /1 удовлэтворяет условиям: ;VcT(X"IG), () €/'1, 

то сущее гвую'l' гаю~е .:l;.tk € X:r- , i::: ~~ ... J т J " И. 
гаклв не равные o,::~oBpe!}.eEiНO нулю неогрицаrельные числа 

.ft.i,	 i=l?, 1, ... ,т. t что 

1) X/EaC(j>i(.x:"),, i::; о. -/. .")т, 
m. l/( ~ 

2) - L. ~(. оХ, € 11 , 
t'=() 

З) А," У,," (Ха) = О, i - t;2~ ...;т 

Zб:11
 

, :го 

в K8\j8Cl'Be ~::::():~eCГBa ;\,1 в угвержЦ..ен.ии слеДСТЕИЯ 2 

можно, в часrнос:z, ЕЗЯГЬ касаТ8ЛЬНЫЙ конус к множеству cr 
в гочке Х4 Е с:.~r;сле Кларка [20] (СМ. [31J ). Тогда 11« 

будет nрtЩС гавляrь ссбой нор:v,;альный конус к множеству G в 

точке ХО в С:.а;сле Кларка [20,2I] • Отметим, чго из след­

ствия 2 слеДУ?JТ реЗУГJ.bТ;JТЫ раоот [2,зоJ . Из теоремы I можно 

вь;вести обобщение следс'1'ЕЗЯ 2 на случай нелиnшицевых функц.иЙ 

(СМ. [3I] ). 
Р.аряду с аункцией р ор;,,;. )"­ иногда рассматривают 

и другие аг.ПрОi'С}1I.~аЦ;1И С[УНКЦИИ ~ воJШЭИ rочки Х" • Го­

'-----------------­
i
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Fоряr, 

сверху 
Ч:'О fун~,:::]я 

[2С], <;C;1~~ 
Л ЕЭСО8ТСЯ rf:;НЮ;l::И 

А (х,) = 1'(Хо ) 
~ 

И 

в точко .Х() 

для любого (,>0 

сущеСТЕуеr , что 

Р(Х) ~Л(.х) ~[,//x-.xo//, 

как го;;ы<о /I.x -оХ // ~ д: 
" 

С -е--С""Е"В '3 r;"с",ь11 :~ 1. '! .• iJ..,J 1. Х" - ре :1I8 ну: е зада чn СА), и пус ть 

непрерь:вна,Я в~шуклая ФУНЮЩЯ Лt.'
 

l'.2сае:гся qуНI{ЦйИ 9:>,... 13 I'очке Х" • Tor,I'"i,D, если ВЫПУI{ЛО8 

МНОЖ8С Т:ВО 

~ул~ Н80rрлцзrэль-

, ',не 

т 

~ .,(. (А(.. (х" ~ z) - hl.' (.хо )) ~O, z € 11~ 
,:о 

- ....... ' _ .J , ;" - 01. ""2v - , "";1// , 

/1'1. _ 

L Ai<x(..ff:,z;?~ ZfiFl1. 
,,"=о 

=::}~;: :~:~ ~'_ ~~ I'СЯ :'0 ~~2_=: rочкз Z б: 11 ,Ч ro 1((z)L. С. 

i= {2"", /l2 , 1'0 

2~Е~,:,:з.::rелыю, ;;0 определению имеем 

ntpi' X'o)(z) ~ .Drлi , X")(Z)J Z ЕХ, i=~t; .."m. 

[24] ~! .~::\tеDfJНZ~РJiЗ~.~3 :-:0 Бсе!>1 направлениям [5], в силу 
(IЗ) получnвм, ЧТО ,­

I 
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TDK как, очсвr.дно, 

первая часть утвеРif.Д8НИЯ следс ТЕИЯ 3 вытекает из теоремы I. 

Вторая часть следует из эамечания 2 § 3. 

Утверждение сле,r;,с rвия 3 совшздает с доказанным В [26] 
правилам I.~НО~И теле й (В случае о тсутс твия ограНИtJений типа рв-

'.' 

венства). :iз него лег!':о выводятся результаты, приведе'нные в 

[ 1з,24J 
рабор 1,1Ноже с твТеперь 

с:ецv.ального ви~а. 1ля каждогс ZE"X положим 

Тогда 

t 

pa.J:;·:aJlbr:~~= :·:.эсг rэльнь:::I г:ОНУС к МНОЕ8СТВУ И. в точке Х", 

jJб(р, .xo)(z)::: l'lmStLj) ( ~~o +t z):' р(х))/! 
t-- "а 

верхRЯЛ радлальная полупроизводная [34] функции rp в точ-

ке оХ" ПО направлению Х. 

Теорема I в г;рю<~ен вняи к введенным Bbl:IIe аппроксимациям 

дает непосредсrв8ННО8 обобщение основного результата работы 

[I6] . Если :;УНКЩ':Я 1>" i=tJ,~""m, и WJlОЖ8СТВО с-

ВI;;ПУКllЫ, 1'0 при Эl'ом сраЗУ получается теорема Куна-Таккера 
" . 

вt;пуКЛ·:;го jJPO~P8:,::M'1 РОВО Ш1Я. 

;,;ожно ИСПQЛЬЗ0ва ть аТ~I1РОi\симации. и несКDЛЫ{О боле е обще-



го вида, ссли ДP~ z~1J положить 

Qrz)=f[~A;IX.c]~ саа): x.(;=Jz{c.c), t1C..c =t.c-~,c=~~ ... , i.c-~tJJ) 

где )2: - неко rорая ФУНКЦИЯ из I! В Х та кая, что 

ВВ8деН:iые ВЫ1:18 ра'::i!зльные аППРОI-ссимации получаются отсюда при 

):z(i)=iZ. 

Из теоремы 1 легко ВЫВОДИТСЯ также слецу:ощий результат, 

Y.()TOpы~ .!""'Р9дстеЯJТ_~ег сабо:: та н: rШЗБВЭ8МЫЙ "ас5сгрarпный прин-
" 

[29,ззJ 11 гр.и!.~з '.18 :iШl 
.. 

К рассма ГРИ:ЕD8iЮЙ З8да-

С;;:::с:;:з:~е ~. I"Iусrь ХО - ;:'3~!ение задачи (А), и пусть 

EbГIy!·~r.09 :.":':O;:~3CI'EO I1сх ;1 БНГ:У!ШЫ8 ';ункr.щи Фi I 

,":::(),~""m, ~~3 Х , удеВI.етзоря:ст слs~уТJЩИМ УСЛО:ЕПШЛ: для 

;::c/~o~o Z€ /f с::·.:.: гс тзуеl' гаъ:ая г:оследозi3I'8.1lE:-IOСть 

[:J:-I<'Х.сl::f € Q(Z) ,q-::o ХА: .-.хо €C, 1C:::t:2~... ,и. 

~im ~;с(Рi(Хо~ХIC)-f.>i(.х())) :; Фi(z.), i=~t;...,m. 
IC- ос> 

rЗJlы~ь:е ч~:сла , ЧТО Быполне~ы УСЛОЕИЯ 

(С),(7). 

Если нэ;t~е гел таItaя точ~ , что 

Фi(Z)"~ i€J , то 

~1Я цоказагельсrва эгого утверждения достаточно для кзж-

Q(z) как одноэлеменrfО8 мно-

J:::8crEO, в:,:л~qив в него ПОСЛ8;f,ОВВТ·ВЛЫЮСТЬ, о которой идет речь 

~OГO 

, 
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По ПРИВ8де:Н1О~i схеме MOiYJiO rюсrроить и другие аппрокси­

мации множеств i'i (yНl\цz':~, а таК'К8 получиl'Ь ряд л;ругих нео6хо­

ДИМьХ услови1i экс rpet.~YMa в ЗЭДD чах невыпуклого Н8ди~хI ере нци­

руемого програМ;'Аироваш~. 
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